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基于次加载面理论的砂土临界状态参数模型 

富海鹰 1，钟雨薇 1，王孝文 1，吴博涵 1，袁  冉 2 

（1. 西南交通大学 土木工程学院，四川 成都 610031；2. 西南交通大学 交通隧道教育部重点实验室，四川 成都 611752） 

 

摘  要：基于次加载面的砂黏统一本构模型（clay and sand model with subloading surface，简称 CASM-S）适用于描述砂土和

超固结黏土的力学行为，然而该模型仍沿用线性临界状态描述砂土的应力−孔隙比关系。考虑高应力状态下砂土的压缩特性

及其临界状态线在 - lne p 平面内的非线性，在 CASM-S 中引入了描述砂土非线性临界状态线和参考固结线（reference 

compression curve，简称 RCC）的幂函数形式；通过引入参数和r，修正了 CASM-S 的屈服面与次加载面函数以描述砂土

剪切特性，并利用参考固结线在 a- ( / )e p p （其中 e 为临界状态下的孔隙比，p 为正应力，pa为标准大气压）平面内的线性关

系给出了先期固结压力 pc0的求解方法。新建本构模型的 11个参数均可通过常规土工试验或经验方法确定。基于修正CASM-S

的预测结果，对比分析了 4 种砂土的三轴排水和不排水剪切试验结果，证实了该模型能够有效考虑非线性临界状态线的影响，

并能够精确描述饱和砂土在不同孔隙比和围压下的三轴剪切特性。 
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Critical state parameter model of sand based on subloading surface theory 

 
FU Hai-ying1,  ZHONG Yu-wei1,  WANG Xiao-wen1,  WU Bo-han1,  YUAN Ran2 

(1. School of Civil Engineering, Southwest Jiaotong University, Chengdu, Sichuan 610031, China; 

2. Key Laboratory of Transportation Tunnel Engineering, Ministry of Education, Southwest Jiaotong University, Chengdu, Sichuan 611752, China) 

 

Abstract: The unified critical state parameter model (clay and sand model with subloading surface, CASM-S) effectively describes 

the mechanical behavior of sand and overconsolidated clay. However, the model does not include the nonlinear critical state line of 

sand. This study investigates the soil’s compression characteristics and its nonlinear critical state line in the - lne p plane. The 

CASM-S introduces a power function form of the critical state line and reference compression line (RCC) suitable for sandy soil. 

With additional parameters  and r, yield surface and subsequent loading surface functions are proposed to describe the shear 

characteristics of the sand. The linear relationship of the reference compression curve in the a- ( / )e p p  plane (where e is the void 

ratio at the critical state, p is the normal stress, and pa is the standard atmospheric pressure) is utilized to propose a method for 

determining the initial consolidation pressure pc0. All 11 parameters required for this model can be obtained through conventional 

geotechnical tests or empirical methods. Finally, by comparing the model’s predictions with triaxial drained and undrained shear test 

results for four types of sand, the refined CASM-S effectively considers the effect of nonlinear critical state line and describes the 

triaxial shear characteristics of saturated sand under varying void ratios and confining pressures. 

Keywords: critical state; saturated sand; subloading surface; elasto-plastic model 

 

1  引  言 

剑桥大学 Roscoe 等[1]提出的临界状态土力学

理论是现代土力学的开端。Schofield[2]、Roscoe[3]

等基于大量室内三轴试验和单剪试验结果，提出了

基于临界状态理论框架的剑桥模型及修正剑桥模

型。此类临界状态本构模型已经广泛应用于预测黏

土的力学行为。对于砂土，由于其力学特性受其密
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实度及所受压力的影响，部分研究者提出了采用状

态参数来反映其力学特性。基于砂土的真三轴试验

结果，Lade 等[4]构建了一种能够描述砂土力学行为

的弹塑性本构模型。基于砂土临界状态线在 - lne p

（其中 e 为孔隙比，p 为正应力）空间内呈线性关

系的假定，Been 等[5]通过引入状态参数，构建了砂

土的本构模型。基于非相关联流动法则，

Poorooshasb 等[6-7]提出了砂土的弹塑性本构模型。

基于 -p q（其中 q 为偏应力）平面内楔形屈服面，

Prevost[8]提出了模拟砂土在排水和不排水条件下单

调与循环加载特性的方法。Li 等[9-10]将原有的锥形

屈服面优化为线屈服面。针对单调加载下特定压力

和密实度的砂土，Zienkiewicz 等[11]提出了弹塑性模

型，用于刻画其排水和不排水特性。此后，

Manzanal[12]、Ling[13]等在此框架下进行了改进，使

得模型能够更为精确地表征砂土的力学响应。传统

的临界状态本构模型仅适用于描述黏土的力学性

能，Yu[14]基于 Been 等[5]提出的状态参数理论，建

立了适用于砂土和黏土的统一弹塑性本构模型

（clay and sand model，简称 CASM）。该模型的所

有常数都具有明确的物理意义，且在室内试验或现

场试验中测定也较为简单。CASM 对于砂土和黏土

的力学行为描述具有很好的平衡性和可靠性，受到

了学术界的广泛关注。在此基础上，Cui 等[15]在

CASM 中引入了次加载面概念，将传统弹塑性力学

理论中定义的屈服面内纯弹性域修正为弹塑性域，

建立了一个考虑次加载面的超固结黏土和砂土的统

一临界状态参数模型（clay and sand model with 

subloading surface，简称 CASM-S）。除了上述模型

外，Pietruszczak[16]将偏塑性应变作为状态参量，构

建了砂土与黏土的统一模型。Wang 等[17]则在传统

的偏应力硬化本构模型中引入了压力依赖的硬化规

律，相较于传统模型，能够更为精确地预测较大围

压范围内的体积变形。 

值得注意的是，Roscoe等[1]通过试验研究揭示，

重塑黏土的临界状态线在 - lne p 平面内表现为线性

关系。这也是建立针对黏土的临界状态本构模型的

基础。然而，大量试验证明，对于砂土等颗粒材料，

其临界状态线在 - lne p 平面内是非线性的[18-20]。Li

等[21]提出，砂土的临界状态线在 a- ( / )e p p  平面内可

近似为直线（其中 ap 为标准大气压， ap = 101 kPa；

为材料特征参数），这一观点已得到普遍认同，并

在某些本构模型中得以实际应用[22-25]。但在围压相

差较大的情况下，砂土的临界状态非线性行为不可

忽略[26-27]。Miura 等[26]对 Toyoura 砂进行了固结排

水剪切试验，得出了围压相差越高，临界状态线的

非线性越显著的结论。Nakata 等[27]也得出了相同的

结论。王宁博等[28]探讨了砂土的初始状态依赖性，

对砂土在 - lne p 空间内进行了初始状态分区。因此，

在本构模型的构建中考虑临界状态非线性是有必要

的[29-33]。 

因此，本文在 CASM-S 的基础上额外引入两个

参数和 r 来描述砂土临界状态线与等向压缩线特

性，使该模型对于砂土的力学特性预测更准确。将

砂土的试验数据与模拟结果进行对比，可以证明引

入砂土临界状态线特性的CASM-S能更合理地预测

砂土的力学响应。以实现 CASM-S 能同时准确描述

超固结黏性土及砂土力学特性的目的。 

2  本构模型 

2.1  对 CASM-S 的简要回顾 

本节先对 CASM-S 进行回顾，然后提出根据砂

土的非线性临界状态线进行修正的 CASM-S。

CASM-S 采用与 CASM 一致的临界状态定义式： 

              ln xe e p                （1） 

式中：e 为临界状态下的孔隙比； e 和均为常见

的临界状态参数； xp 为临界状态下的有效平均应

力。 

如图 1 所示，CASM-S 假设临界状态线（critical 

state line，简称 CSL）平行于正常固结线（normal 

compression line，简称 NCL）。原始 CASM-S 的状

态参数则表示在相同平均应力 p 下，临界状态下

的当前比体积与比体积之间的垂直距离，eN为正常

固结线在 p = 1 kPa 时的孔隙比。参考状态参数 R
则表示 CSL 与 NCL 之间的垂直距离。和 R 的表

达式分别为 

             lne p e                 （2） 

 

图 1  CASM-S 的临界状态参数在 - lne p 平面内 
Fig.1  Critical state parameters in - lne p  plane for 

CASM-S 
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              R ( ) ln r                 （3） 

式中：为回弹线的斜率；r 为正常固结状态与临界

状态之间的间距之比，可表示为 

                 c / xr p p                （4） 

式中： cp 为参考固结压力。 

在 CASM 中，r 对应于真实土体可能达到的最

疏松状态。若 r = 2.718，则 CASM 退化为原始剑桥

模型；若 r = 2，则退化为修正剑桥模型。因此，Yu[34]

建议黏土的 r 取值为 1～3，而砂土的 r 值则更大。

进而给出如下的力学关系： 

             
R

1
n

M

 


    
 

              （5） 

            
1

,  tr( )
3

q
p

p
                （6） 

式中：为应力比；M 为临界状态线斜率，是临界

状态应力比；n 为应力状态系数 [2, 35-36]。为了描述

土体在未达到传统加载面前的弹塑性行为，

CASM-S 采用了次加载面的概念。如图 2 所示，假

设在传统加载面内部还存在一个虚拟加载面（即次

载面），次加载面会根据当前的应力状态而扩张或收

缩来描述土体的弹塑性力学行为。次加载面与传统

加载面的面积比定义为 R（normal-sub ratio）。加载

时应力指向次加载面外侧，次加载面扩张；卸载时

应力指向次加载面内侧，次加载面收缩。且当 R 增

大到 1 时，次加载面与传统加载面重合并不再增大。 

根据图 2 所示的次加载面与传统加载面的几何

关系，可以得到 CASM-S 的屈服函数 f̂ 和次加载面

的函数 f 分别为 

         c
c

ˆln /ˆˆ ˆ , 0
ˆ ln

n
p pq

f p
Mp r


 

   
 

      （7） 

 

图 2  p-q 平面内的次加载面和传统加载面 

Fig.2  Subloading surface and normal yield surface in p-q 

plane 

         s
s

ln /
, 0

ln

n
p pq

f p
Mp r


 

   
 

      （8） 

         s

c

 0 1
ˆ ˆ

p p q
R R

p p q
    ≤         （9） 

式中： ˆ ˆ ˆ( ,  ) p q 为在传统加载面的共轭应力； sp 为

次加载面长轴，描述了 CASM-S 的硬化行为。当   

R = 1 时，CASM-S 则回退到传统的 CASM。 

2.2  正常固结线 

如图 3 所示，黏土的 NCL 与 CSL 在 - lne p 平

面内呈现线性且平行的特征，因此，在相同固结压

力条件下，两条线上的比容差异保持一致；此外，

在同一孔隙比情况下，固结压力的比值亦保持一致。

这表明黏土的NCL与CSL之间始终符合以下公式： 

                R
cr




                  （10） 

式中： cr 为 RCC 与 CSL 之间的水平距离。 

 

图 3  黏土临界状态线与正常固结线示意图 
Fig.3  Critical state line and normal consolidation line of 

clay in - lne p  plane 
 

然而对于砂土类材料，大量的试验结果表明，

幂函数比对数函数更适合描述其临界状态线[37-38]，

即 

             c0 c
a

p
e e

p



  
   

 
            （11） 

式中： c0e 为临界状态线在 p = 1 kPa 时对应的比容；

c 表征 a- ( / )e p p  平面内曲线的倾斜程度。 

当砂土的 NCL 采用幂函数形式表征时，由于

幂函数在 - lne p 平面内表现出非线性特征，NCL 与

CSL 违背式（1）。此外，多项等向压缩试验结果表

明[21, 38]，砂土的等向压缩线具有非唯一性。因此，

姚仰平等[29]假设 - lne p 平面内存在一条参考固结线

（reference compression curve，简称 RCC）。该线与

CSL 之间保持恒定压力比 cr ，即 RCC 与 CSL 之间

q 

p
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s
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的水平距离 cr 恒定，但竖直距离发生变化，如图 4

所示。根据定义及式（2）可得出 RCC 的表达式为 

             c
c0 c

a

pr
e e

p



  
   

 
           （12） 

 

图 4  砂土临界状态线与正常固结线示意图 
Fig.4  Critical state line and normal consolidation line of 

sand in - lne p  plane 

 

在任意压缩压力下，RCC 与 CSL 分别对应比

容 1e 和 2e ，将其代入式（2）、（3）可得 

         c
1 2 c c

a

( 1)
pr

e e r
p


  

   
 

         （13） 

式（13）表明，当压缩应力 p = 0 kPa 时， 1e 与

2e 相等。换言之，CSL 与 RCC 在 p = 0 kPa 时相交，

并且随着 p 的增大， 1e 与 2e 的差值逐渐增大。 

将式（13）简化，RCC 的表达式为 

             c0 r
a

p
e e

p



  
   

 
            （14） 

式中： r 为参考压缩线系数，表达式为 

                  c
r

cr



                 （15） 

2.3  屈服面 

本节根据修正 CASM-S 的 CSL 和 RCC 推导修

正 CASM-S 的屈服面方程。如图 4 所示，模型修正

了原始 CASM-S 的状态参数和 R 取值。修正

CASM-S 在等 p 路径上，RCC 与 CSL 之间的距离

参考状态参数 R 的取值可以重新定义为 

         R 1 2 r c
a

p
e e

p



    
     

 
       （16） 

从 A 点发展到 C 点，对应的塑性比容变化可表

示为 

   c
R r

aa

p p
e

pp

 

   
    

          
    

  （17） 

由此可以得出修正 CASM-S 的状态参数为 

  c
R r

aa

= =
p p

e
pp

 

   
    

        
    

  

       r c
a

p

p



   
  

 
                     （18） 

因此，可得 

 

 
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c
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M p
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

 
 


 

    
     

         
   

  
 

  （19） 

由式（18）可以得到修正 CASM-S 的屈服面 f̂

和次加载面 f 的表达式分别为 

 
 

 

c
r

aa

c

r c
a

ˆˆ ˆ , 0
ˆ


n

p p
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f p
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

 

 
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 

 

                                       （20） 

 
 

 

s
r

aa

s

r c
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, 0
n

p p
ppq

f p
Mp p
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

 

 
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     

 

 

                                       （21） 

2.4  流动法则 

与金属材料不同，土体材料具有剪胀性，其流

动法则通常是非相关联的。参考 Yu[34]的研究，本文

采用 Rowe[39]提出的经典剪胀关系定义塑性势，以

描述非相关联流动法则。值得注意的是，侯悦琪[40]、

Lu[41]、Zhou[42]等基于分数阶导数和协变变换，提出

了一种不受可微函数坐标限制的三维非正交流动法

则，且该流动法则不需要构造塑性势函数，可便捷

描述非相关联流动法则。但由于本文在屈服函数中

考虑砂土非线性临界状态线的影响，未对塑性势函

数进行修正，因此仍沿用 CASM 的非相关联流动法

则。在后续的研究中，将进一步考虑三维非正交流

动法则。 

e 

CSL RCC 
− 

lnpc lnpx lnp 
o 
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ec0 

当前状态 
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p = 1 kPa 

R



  1792                                      岩    土    力    学                                   2025 年 

 

     
 p

v
p
q

9d /

/ 9 3 2d




Mg p
D

g q M M




 
  

   
     （22） 

式中： p
vd 、 p

qd 分别为塑性体应变增量和塑性偏

应变增量；g 为塑性势能函数。 

由式（22）积分可以得到 CASM-S 的塑性势能

函数 g 的表达式为 

  2
( ) 3 ln 3 2 ln 3 p q

g M M
p

 
     

 
        

     3 ln 3
q

M
p

 
  

 
                    （23） 

因此，塑性应变增量 pd 可以用塑性乘子d表

示为 

     pd d d
  
g g p g q

p q


     
          

     （24） 

其中， 

9 6 9 3 6 4 3
,

2 3 3 2 3 3

g M M g M M

p q p p q q q p p q

     
   

     
 （25） 

      
1 2

,  ,  
3 3

s

s


 
p q

n n
 

  
 

        （26） 

式中： 为克罗内克张量； 为应力张量； s 为偏

应力张量。 

2.5  硬化准则 

根据次加载面的屈服函数式（8），可以发现次

加载面的硬化受到变量 sp 的影响。通过对式（9）

积分可得 

            s c cd d dp p R R p              （27） 

其中参考固结压力 cp 的变化规律可以参考剑

桥模型： 

              p
c c vd dp p               （28） 

               
c

1 e
 





               （29） 

根据次加载面理论，加载开始后次加载面的大

小逐渐接近传统加载面，且塑性变形在加载过程中

不断累积。因此，采用 dR 来描述塑性应变速率： 

        pd d d

g

R U U


  


          （30） 

式中：U 为一个单调递减的状态变量，如图 5 所示。 

 

图 5  U 与 R 的关系曲线 
Fig.5  Relationship between U and R 

 

2.6  控制方程 

本节根据修正 CASM-S 推导新的屈服面方程，

进而推导得到修正 CASM-S 的控制方程。 

在一般应力空间中，应力速率 d和应变速率

d可以表示为 

      e e e pd d : (d d )   C C            （31） 

式中： ed 为弹性应变率； eC 为弹性刚度矩阵，与

剑桥模型类似， eC 可以被定义为 

       e 2
2

3
K G G
     
 

C I           （32） 

式中： I 为四阶单位张量；K、G 分别为体积模量

和剪切模量，根据剑桥模型可定义为 

               
p

K



                  （33） 

            
 
 

3 1 2

2 1
G K








              （34） 

式中： 为比容；为泊松比。 

根据式（8），应力总是在次加载面上，即任意

时刻 f = 0。因此，可以得到次加载面的一致性条件

为 

 c cd , d , d f R R p p     

   c c
c

, , d d d 

f f f

f R p R p
R p

  
     
  

  （35） 

式中：  c, , 0f R p  。 

将式（25）、（29）、（30）、（35）联立，可以得

到塑性乘子 d的表达式为 

          

e

e
p

d
d

C

C




 

f

f g
K


 

 
 

  
 

         （36） 

U

Ro
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       （39） 

将 pK 定义为 

   c
p pp

c v 

pf R g f g
K

R p p

    
     

    
     （40） 

其中 
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p

ln

R

U u R


  


            （43） 

                c
cp

v
p

p





              （44） 

式中： u 为材料参数，用于控制次加载面在加载过

程中的演化速率。 

2.7  R 初始值的确定 

原始 CASM-S 的先期固结压力 c0p 由 CSL 和

NCL 在 - lne p 平面内的线性几何关系推导得出。修

正CASM-S的CSL与RCC在 a- ( / )e p p  坐标系下为

线性，如图 6 所示。从图中可以得出 

         c0 0
r

a a

p p

p p

 

  
    

      
     

       （45） 

                c0 0e e                 （46） 

式中：p0为初始压力；e0 为初始孔隙比。 

 

图 6  a- ( / )e p p  坐标系下的先期固结压力与孔隙比关系 
Fig.6  Relationship between void ratio and 

pre-consolidation pressure in a- ( / )e p p   plane 

 

将式（46）代入式（45）可得到先期固结压力

为 

         0c0 0
c0 a

ar

pe e
p p

p



 

   
      

        （47） 

将式（47）代入次加载面的函数式（21）可以

得到 R 的初始值 0R 为 

  0 0
a r c

0 a 00
c0

a r

n
p q

p
R p Mpp

p
p



   
 

    
               

 （48） 

3  模型验证 

3.1  模型参数 

采用 4 种砂土的三轴剪切试验结果对新建本构

模型进行验证，预测所需参数如表 1 所示。表中、
M、n、和由文献[18, 21, 25, 43-44]直接获取，e
由文献[13, 44-45]获取，u 由文献[15]获取。 cr 与 r
关联，只需已知其中一个即可通过式（15）求解另 

 
表 1  4 种砂土试样的模型参数 

Table 1  Model parameters for four kinds of sand samples 

试样 c    M r  

Toyoura 砂 0.019 0.050 0.3 1.30 0.008 8 

Hostun 砂 0.081 0.003 0.3 1.25 0.071 4 

Ottawa 砂 0.130 0.005 0.3 1.19 0.103 0 

Fuji River 砂 0.033 0.010 0.3 1.48 0.026 0 

试样 n u  cr  e  

Toyoura 砂 4.00 25.0 0.700 3.0 0.934 

Hostun 砂 5.00 1.5 0.196 1.9 0.942 

Ottawa 砂 2.75 55.0 0.210 3.1 0.867 

Fuji River 砂 4.00 20.0 0.700 1.4 0.920 

e

RCC
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一个。本文的 Toyoura 砂的参数 c 、 r 均由文献[39]

直接获取，其余砂土的参数 c 、 r 则由其压缩曲线

求得。图 7 对比了 Toyoura 砂在有效压力 p'和孔隙

比 e 坐标系下的等向压缩试验结果与模型模拟结

果。由图 7 可以看出，式（11）准确地模拟了 Toyoura

砂的 CSL。 

 

图 7  Toyoura 砂的试验与模型模拟的临界状态线对比 
Fig.7  Comparison of critical state line between experiment 

and model simulations of Toyoura sand 

 

3.2  Toyoura 砂 

对密实、中密、松散状态的 Toyoura 砂在初始围

压 0p = 0.1 MPa 条件下进行了三轴排水剪切试验，

试验结果与修正CASM-S以及原始CASM-S的预测

曲线对比如图 8 所示。图 8(a)为剪应力与轴向应变

之间的关系，从图中可以看出，在相同围压下，随

着初始孔隙比的减小，砂土的剪缩性减弱，修正

CASM-S 模型能够很好地模拟这一特性。且修正

CASM-S 的预测值稍大于试验数据，在 0p = 0.1 MPa

下模型的预测结果更接近试验值。图 8(b)为剪应力

与孔隙比变化关系，表明 CASM-S 能很好地预测

Toyoura 砂的排水力学特性。从图中可以看出，修

正 CASM-S 相较于原始 CASM-S 更好地预测出了

Toyoura 砂在 0e = 0.810 时的应变软化特性，且

CASM-S 对 Toyoura 砂剪应力与孔隙比关系的预测

比原始 CASM-S 更接近试验数据。 

针对 Toyoura 砂在初始围压 0p = 1 MPa 条件下

开展三轴不排水剪切试验，试验结果与模型预测的

对比如图 9 所示。图 9(a)为剪应力与轴向应变关系，

图 9(b)为应力路径。从图 9(a)中可以看出，在 0p =   

1 MPa 时，Toyoura 砂的应变软化特性随着 0e 的增

大更加明显，修正CASM-S能很好地模拟这一特性。

试验结果与预测结果的对比显示，修正 CASM-S 和

原始 CASM-S 均能很好地模拟 Toyoura 砂的不排水

力学特性，但是修正 CASM-S 对 Toyoura 砂在 0p =   

 

(a) 轴向应变与剪应力关系 

 

(b) 孔隙比与剪应力关系 

图 8  Toyoura砂三轴排水剪切试验结果与模型预测结果对

比（ 0p = 0.1 MPa） 
Fig.8  Comparison of results for triaxial drained shear test 

on Toyoura sand with model predictions ( 0p = 0.1 MPa) 

 

1 MPa， 0e = 0.833 时的剪应力与体应变关系，特别

是应力路径的预测较原始 CASM-S 更准确。这是因

为修正 CASM-S 修正了原始 CASM-S 砂土的线性

CSL，使用了更接近真实砂土的非线性 CSL，进而

使得修正 CASM-S 对于砂土的应力−应变关系及应

力路径的预测更加接近试验结果。 

3.3  Hostun 砂 

为了验证模型的准确性，对比了 Hostun 砂在初

始围压 0p = 0.3 MPa，初始孔隙比分别为 0.574、

0.800、0.945 时的三轴排水剪切试验与模型预测结

果，如图 10 所示。图 10(a)为剪应力与轴向应变关

系，图 10(b)为轴向应变与体应变关系。对比试验结

果可以看出，模型很好地预测了 Hostun 砂在剪切过

程中的应力−应变行为，且在 0e = 0.574 时，准确地

表现出与试验结果一致的应变软化现象。该模型也

准确地预测了 Hostun 砂的轴向应变和体应变关系，

且在预测较密砂时最终的体应变偏小。对比修正

CASM-S 与原始 CASM-S 的预测效果可以明显看

0 5 10 15 20 25
0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

e0 = 0.810
e0 = 0.886
e0 = 0.960

q/
M

Pa
 

1/% 

修正 CASM-S 预测 
原始 CASM-S 预测 

0.79 0.84 0.89 0.94 0.99
0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

e 

e0 = 0.810
e0 = 0.886
e0 = 0.960

q/
M

Pa
 

修正 CASM-S 预测 
原始 CASM-S 预测 

10−2 10−1 100 101
0.7 

0.8 

0.9 

1.0 
试验数据 
修正 CASM-S 模拟结果 
原始 CASM-S 模拟结果 

e 

pʹ/MPa



第 6 期                     富海鹰等：基于次加载面理论的砂土临界状态参数模型                        1795   

 

出，原始 CASM-S 预测的 Hostun 砂在剪切过程中

的剪应力以及体应变的值偏大，而修正 CASM-S 则

能更准确地模拟 Hostun 砂在排水剪切过程中的剪

应力和体应变。 

 
(a) 轴向应变与剪应力关系 

 
(b) 正应力与剪应力关系 

图 9  Toyoura 砂的三轴不排水剪切试验结果与模型预测结

果对比（ 0p = 1 MPa） 
Fig.9  Comparison of results for triaxial undrained shear 
test on Toyoura sand with model predictions ( 0p = 1 MPa) 

 

对初始孔隙比 0e = 0.78的Hostun砂在初始围压

0p 分别为 0.1、0.2、0.3 MPa 条件下开展了三轴不

排水剪切试验，试验结果与模型预测的对比如图 11

所示。图 11(a)为剪应力与轴向应变关系，图 11(b)

为应力路径。如图 11(a)所示，该模型准确地模拟了

Hostun 砂达到相同剪应变所对应的剪应力随着围

压的增大而增大的特性，这一特性称之为砂土的围

压−应力依赖性[46-47]，但该模型对于 Hostun 砂的强

度预测是偏大的。如图 11(b)所示，该模型准确地模

拟了 Hostun 砂的三轴不排水剪切的应力路径。而对

比修正 CASM-S 和原始 CASM-S 可以看出， 0p 越

高，修正 CASM-S 对 Hostun 砂的剪应力−应变关系、

剪应变−体应变模拟相较于原始 CASM-S 更准确。

这是由于随着围压的增大，砂土的 CSL 的非线性特

征更加显著，所以 CSL 的非线性对于模型的预测效

果影响就更为显著。 

 

(a) 轴向应变与剪应力关系 

 

(b) 轴向应变与体应变关系 

图 10  Hostun 砂的三轴排水剪切试验结果与模型预测结果

对比（ 0p = 0.3 MPa） 
Fig.10  Comparison of results for triaxial drained shear 

test on Hostun sand with model predictions ( 0p = 0.3 MPa) 

 

3.4  Ottawa 砂 

对孔隙比分别为 0.545 和 0.699 的 Ottawa 砂在

初始围压 0p = 0.1 MPa 条件下进行了三轴排水剪切

试验，试验结果与模型预测曲线的对比如图 12 所

示。图 12(a)为剪应力与轴向应变关系，图 12(b)为

轴向应变与体应变关系。如图 12(a)所示，该模型准

确地预测了 Ottawa 砂在三轴排水剪切过程中达到

相同剪应变所对应的剪应力随着孔隙比的增大而减

小的特性。图 12(b)则展示了修正 CASM-S 很好地

预测了 Ottawa 砂在三轴排水剪切过程中的剪胀和

剪缩特性。对比修正 CASM-S 与原始 CASM-S 对

Ottawa 砂在排水条件下的剪应力−轴向应变关系、

体应变−轴向应变关系的预测效果可以看出，原始

CASM-S对Ottawa砂在剪切过程中的剪应力预测相

较于修正 CASM-S 偏大，而对体应变的预测值则偏

小。 
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(a) 轴向应变与剪应力关系 

 
(b) 正应力与剪应力关系 

图 11  Hostun 砂三轴不排水剪切试验结果与模型预测结果

对比（ 0e = 0.78） 
Fig.11  Comparison of results for triaxial undrained shear 

test on Hostun sand with model predictions ( 0e = 0.78) 

 
(a) 轴向应变与剪应力关系 

 
(b) 轴向应变与体应变关系 

图 12  Ottawa 砂三轴排水剪切试验结果与模型预测结果对

比( 0p = 0.1 MPa) 
Fig.12  Comparison of results for triaxial drained shear 

test on Ottawa sand with model predictions ( 0p = 0.1 MPa) 

在初始围压 0p = 0.35、0.55 MPa 条件下，针对

Ottawa 砂开展了三轴不排水剪切试验，试验结果与

模型预测的对比如图 13 所示。图 13(a)为剪应力与

轴向应变的关系，图 13(b)为应力路径。该模型很好

地预测了 Ottawa 砂在三轴不排水剪切时的强度和

应力路径，且对峰值剪应力的预测较 Hostun 砂更为

准确。从图中可以看出，原始 CASM-S 相较于修正

CASM-S对Ottawa砂不排水条件下的剪应力预测值

偏小。 0p 越大，修正 CASM-S 对于峰值剪应力的预

测越接近试验值。 

 

(a) 轴向应变与剪应力关系 

 

(b) 正应力与剪应力关系 

图 13  Ottawa 砂三轴不排水剪切试验结果与模型预测结果

对比（ 0e = 0.78） 
Fig.13  Comparison of results for triaxial undrained shear 

test on Ottawa sand with model predictions ( 0e = 0.78) 

 

3.5  Fuji River 砂 

对 0p = 0.98 MPa， 0e = 0.750； 0p = 0.196 MPa，

0e = 0.747； 0p = 0.294 MPa， 0e = 0.751 的 3 组 Fuji 

River 砂开展三轴不排水剪切试验，试验结果与模型

预测的对比如图 14 所示。图 14(a)为剪应力与轴向

应变关系，图 14(b)为应力路径。该模型很好地预测

了 Fuji River 砂在三轴不排水剪切时的强度和应力

路径。从图中可以看出， 0p 越高，修正 CASM-S

对 Fuji River 砂的剪应力−应变关系、剪应变−体应
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变关系的预测相较于原始 CASM-S 更接近试验数

据，这与上述 Hostun 砂不排水剪切试验规律相同。 

 

(a) 轴向应变与剪应力关系 

 

(b) 轴向应变与剪应变关系 

图 14  Fuji River 砂三轴排水剪切试验结果与模型预测结

果对比 
Fig.14  Comparison of results for triaxial drained shear 

test on Fuji River sand with model predictions  

4  结  论 

为了使CASM-S对于饱和砂土的力学特性描述

更加准确，本文基于砂土的非线性临界状态特性修

正了 CASM-S 的临界状态线。考虑幂函数形式的临

界状态线和参考固结线，提出了状态参数和参考状

态参数的表达式。并沿用 CASM-S 对次加载面函数

的定义，通过新定义的状态参数表达式修正了原始

CASM-S 的屈服函数与控制方程，提出了修正

CASM-S。通过砂土的三轴剪切试验验证了新建本

构模型的有效性，所得结论如下： 

（1）利用 4 种砂土的排水与不排水试验数据，

对比了原始 CASM-S 及修正 CASM-S 预测结果。结

果表明，修正 CASM-S 相较于原始 CASM-S 能更好

地模拟饱和砂土在不同孔隙比和围压下的力学特

性。 

（2）对比修正 CASM-S 和原始 CASM-S，修正

CASM-S 能更为准确地预测砂土排水和不排水条件

下的剪切特性。且在围压越大的情况下，相较于原

始 CASM-S，修正 CASM-S 对砂土剪切特性的预测

越接近三轴试验值。 
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